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Abstract. Given a finite alphabet A, a subshift S on A is said to have the speci$cation property if 
there exists an integer k such that for any pair of S-allowable words u and v, there exists a w 
with length less than S such that uwv is S-allowable. This definition is only slightly more general 
than the one given by Bowen (1971). Transitive sofic systems all have the specification property, 
but there are restrictions on the values of their topological entropies. It is shown that one can 
construct a system having the specification property, with any given topological entropy. 
Introduction 
Soit A un alphabet. On designe par A* I’ensemble des suites finies d’elements de 
A (y compris le mot vide 1). On consider-e l’ensemble A” des mots bi-infinis sur A. 
On munit A’ de la topologie produit et du decalage (T. Un systeme dynamique 
symbolique (SDS) est un ferme de A’, o-invariant. Un langage est par definition 
une partie de A*. 
On sait qu’un SDS est entierement defini par les mots qui apparaissent dans les 
suites des coordonnees de ses ClCments. Les sydmes so$ques [8], ceux dont le 
langage associ& est rationnel, et les systemes codes [3] forment deux classes de SDS. 
Les systkmes ofiques transitifs sont codes [3]. Les systemes ofiques ont pour 
entropie topologique un nombre de Perron et, reciproquement Lind [6] a montre 
que tout nombre de Perron est l’entropie topologique d’un systeme sofique. (Un 
nombre de Perron est un entier algebrique superieur a 1 et strictement superieur au 
module de tous ses conjugues.) 
11 est nature1 de chercher une classe particuliere de SDS cod& verifiant que tout 
reel strictement positif est l’entropie topologique d’un tel systeme. On dit qu’un 
systeme possede la propriete (Q) si 
3ndW V(U, V)ouverts de S 3&n 3s~ U &E K 
De tels systemer; sont proches des systemes pecifies introduits par 
0304-3975/89/$3.50 @J 1989, Elsevier Science Publishers B.V. (North-Holland) 
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On peut se poser la question suivante: l’ensemble des entropies topologiques des 
systemes possedant la propriet6 (Q) est-il iR$ en entier? Bertrand-Mathis [l] a 
ripondu en partie B la question: les o-shifts (pour la d6finition des e-shifts, voir 
[2]) ont pour entropie topologique In 8. De plus, ceux dont le developpement (an)neN 
de 8 en base 8, v&ifie 
possbdent la propriet6 (Q), mais on ne sait pas caractkiser arithmetiquement cette 
classe de nombres. 
Le but de cet article est de montrer qu’effectivement tout reel strictement positif 
est l’entropie topologique d’un systbme verifiant (Q). 
La Section 1 rappelle quelques definitions de langages, SDS, puis introduit la 
prop&36 (Q). Dans la Section 2, nous verrons quel est le lien entre les SDS vgrifiant 
(Q) et les systemes pecifies. Les systemes codes sont redefinis dans la Section 3. 
Enfin, dans la Section 4, apres avoir redonnC quelques r&ultats sur l’entropie 
topologique t plus particulibrement sur celle des syst$mes cod&, nous construirons 
effectivement un systeme ayant la propriete (Q), d’entropie topologique un Gel 
strictement positif fix6 B l’avance. 
1. Systkmes dynamiques et langages 
Soit A un alphabet, on appelle A* l’ensemble des suites finies ou mots de A muni 
du produit de concatkration. Le mot vide, element neutre de A* est not6 1, on note 
A+ = A* - { 1). La Zongueur d’un mot u de A* est notee lul. Soit u E A*. Un mot u’ 
est facteur (respectivement facteur gauche) de u s’il existe deux mots ul, u2 (respec- 
tivement un mot u,) tels que u = u,u’u2 (respectivement u = ~‘2.4~). On notera F(L) 
l’ensemble des facteurs des mots du langage L. On dit qu’un langage est factoriel 
s’il contiem t3us ses facteurs, et qu’il est prolongeuble si pour tout u de L, il existe 
a et a’ dans A, tels que aua’ soit dans L. 
On munit A’ de la topologie produit et du decalage g. Si x E A’, x = (x,,),,~, on 
notera x( m, p) = x~x~+~. . . xp ((m, p) E Z2, m < p). Un systkmedynamiquesymbolique 
(SDS) sur A est par definition un ferme de AH, c-invariant. Soient S un SDS et 
L(S) l’ensemble des blocs d’elements de S; alors L(S) est un langage factoriel 
prolongeable t S est l’ensemble des elements de AH dont tous les blocs sont dans 
W). 
hition. Nous dirons qu’un SDS S verifie la propri& (Q) s’il existe n E N tel 
que pour tous ouverts e/o et V de S, il existe s E L’ et n’s n tels que 8’s E V, ce qui 
en termes de langage se traduit par 
w, Iwls n UWVE L(S). 
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2. Lien avec la spkification 
Soit (X, T) un systhme dynamique (un espace mhique compact avec T : X + X 
une bijection continue). Le systkme dynamique (X, T) a la propri& de sphification 
(ou X est spbcifi6) [4], si NT > 0 MN(E) EN Wa2 V(x,, . . . , X&E Xk 
WaJh,=.., ak, bk) entiers V&ifiant a1 s bl C a2 s l l l C ak s bk et Qi - bi-1 > M(E), 
i=2 , . . . , k, ‘dp > bk - aI i- M(E), alors il existe x E X, x p-pkiodique, tel que 
W=l ,. .., k VjE{ai,ai+l,..., bi}, d(T’x, T’xi)<E. Ici, 
d(X, Yk C 1% -y&P1 avec Ix” -ynl = 
nf2 { 
i “,i: zyns 
n =Yn* 
Remarque 1. Par rhrrence sur k, on montre que le systkme dynemique (X, T) a 
la prop&k de spkification si et seulement si VE > 0 EM E W W(x,x,) E X2 
~(al,bl,a2,bZ)entiersaveca,~b,<a,~b,eta,-b,>M(&)Yp>b2-a,+M(&) 
il existe XEX, xp-phiodique, tel que ZljE{a,,a,+l,...,b,) d(Tjx, Tjx,)<~ et 
WjE{aZ,a2+1,... , bz}, d ( T’x, Tjx*) c E. 
Remarqw 2. 2 E B(y, l/2’) si et seulement si 
2(-r ,..., 0 ,..., r)=y(-r ,..., 0 ,..., r). 
Proposition 1. Lh SDS sp&iJie’ vhijie la propriG (Q). 
Dhmonstration. Soit E > 0, soit M(E) = M l’entier postulC par la definition de la 
specification; soit r l’entier tel que 2’ < l/e < 2’+*, posons n = M - 2r. Soient u et 
v deux mots de L: il existe done xi et xi dans S tels que u = (u, . . . ~4,) apparaisse 
dans A: et v=(vl... vlf) apparaisse dans x $. On va maintenant construire un mot 
w de longueur n tel que WV soit un mot du langage (ce qui est la definition de la 
propriM (Q)). 
Comme un SDS est a-invariant, on peut supposer que xi(l, . . . , E) = u et 
xi(1,. . . , 1) = v. Soit xl = a’-‘(xi) et x2 = I++‘; posons 
a, = inf(O, 2r + 1 - sup( I, I’)), b, = 0, 
a2= M+l, b2 = sup(a,, a2 - 2r - 1 + sup( 1, I’)). 
On a bien a,< bl<a+ b2 et aZ-bI> M, et o~ll -* 
x,(a, -r, . . . , r--I+ 1,. . . , r) = ((xi)l+al_2r,. . . , ul,. . . , 24,) et 
x2(az-r ,..., a,-r+l’-l,..., b,+r)=(v ,,..., v1~,...,(x~)1--a2+b2+2r). 
Done, par la propriGt6 de spkification, il existe s dans S tel que 
WjE{aI,a,+l,..., b,} d(ajx,, ah) < l/2’ et 
WjE(a2,a+P,..., 6,) d(ajxz, ah) < 112: 
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Done, par la Remarque 2, pour toutjc {a,, al+ 1,. . . , 6,) on a o$cl)(-r, .. . , r) = 
d(s)(-r, . . . , r). Soit s(ul -r, . . . , bl + r) =x1(4, -r, . . . , b, + r), d’oti 
s(a, -r, . . . ) r - 1+ 1,. . . , r) = ((x$+,,_zr,. . . , ul,. . . , u,). 
De m6me pour jE{a2,a,+ I,..., b,}; on a s(a,-r ,..., a,-r+l’-l,..., b*+r)= 
( ) x; I--a2+b2+2r l Posons w=s(r+1,...,a2-r-1); 
I 1 w =a2 -r-r-1=a2-2r-l=M-2r=n et 
uwv=s(r-l+1,...,a2-r+l’-l), 
done uwv E L(S) d’ou le resultat. q 
Remarque 3. On n’a pas utilisi la periodicit de s. 
3. SystGmes cod& 
Soit A un alphabet. Une partie X de A+ est un code si tout u de X+ admet une 
decomposition unique u = x1x2. . . x, en mots de X. Une partie X de A* est pr@xe 
si aucun mot de X n’est facteur gauche d’un autre mot de X Une partie prefixe de 
A+ est un code, appele code prt!Jxe. Un Zangage L est cod4 s’il existe un code prkfixe 
X tel que L soit l’ensemble des facteurs de X*. Un SDS S est code’ si L(S) est un 
langage cod& 
Dkfinition. Un automate de Fischer sur A est un triplet (Q, #, qO) 06 
(1) Q est un ensemble denombrable d’itats; 
(2) # est une application Q x A* + Q telle que Vq E Q V( u, v) E A*2, @(q, uv) = 
rt(@(q, u), v); 
(3) qoE Q est tel que ‘du E. A*, +(qo, u) = qo; 
+ peut se definir par sa restriction 5 Q x A. 
Dkfinition. Le langage reconnu par l’automate de Fischer (Q, $, qo) est l’ensemble 
des u E A* tels que 3q E Q, #(q, u) # qo. 
Remarque 4. On peut visualiser un automate de Fischer & partir d’un graphe: les 
sommets &ant dans Q - {qo}, les a&es 6tiquetees dans A. Les mots de L sont les 
ktiquettes des chemins du graphe. 
DCfinition. L’automate de Fischer (Q, II/, qo) est irreductible si 
Wq, 4’) E (Q - isoH 3~ E A* I4q, 4 = qt. 
On a le rkultat suivant [3]: on sait que L est code si et seulement si L est reconnu 
par un automate de Fischer irreductible, et dans ce cas L = F( xf > oti q E Q - {qo} 
et Xq = (x E A+1 t,b(q, x) = q et Vx, facteur gauche strict de x, +(q, x,) Z q}. 
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Proposition 2. Soient S un systeme code, X un code tel que L(S) = F(X*). Supposons 
( ) * 3k~tWv~ L(S) 3(a, ~)EA**, la)+(bl<k et avb~X*. 
Alors le systeme S ver$e la propriete’ (Q). 
Dimonstrution. On cherche un entier n tel que, dks que l’on a deux mots u et v du 
langage, on puisse trouver un mot w de longueur inf&ieure a n tel que uwv soit 
encore dans les langage. Soient u et v dans L(S); d’apres l’hypoth&e, il existe (Q, li) 
. et (u’, b’) dans A**, avec Ial + lb1 c k et Ia’1 + 16’1 c k tels que aub E X* et u’vb% X? 
On a alors auba’vb% X* et par consequent, uba’v E F(X*) = L(S). Pour w = ba’, 
comme lb~‘I< 2k, la propriM (Q) est vM%e avec n = 2k CI 
4. Entropie topologique 
Soit L un langage factoriel sur A. On appelle entropie de L le reel h(L) = 
lim I/ n In 1 L n A” I et si S est un SDS, on appelle entropie topologique de S le nombre 
h,,(S) = h( L(S)). Si L est un langage sur A, le rayon de convergence de L, pL, est 
le rayon de convergence de la s&e EnEN 1 Ln A”Jz”. 
On sait que la proposition suivante st valable. 
Proposition 3 (Blanchard et Hansel [3]). Soit X un code pr&xe. 
(i) On a toujours 0s px* s px. 
(ii) Si px* c px alors px* est l’unique solution de l’equation CxEx zl:’ = 1. 
(iii) px* = px si et seulement si px* < +00 et CxGx p& 1. 
(iv) Si X est une partie rationnelle de A*, px* < px et done CxEx p& = 1. 
Proposition 4 ([ 1, Proposition 71). Si X est un code sur un alphabet A et S le systeme 
dynamique associe’ verifian t 
(*) 3kENVvE L(S)3(a, b)EA** lal+lbl<k et avbEX*, 
alors htop( S) = -1n px*. 
On peut maintenant prouver la proposition suivante. 
Proposition 5. Wx E RT , il existe un systeme v&i;fiant (Q) d’entropie topologique x. 
La demonstration repose sur le lemme suivant. 
Lemme (Renyi [7]). Soit 8 > 1, x E [0, 11; il existe une suite d’entiers d,(x) dans 
(0 1 9 9-*-3 [e]], appelee &developpement de x telle que x = CnzO d,,(x)/ 0”. 
Dbfinition. Pour i E (0, 1, . . . , [O]}, on appelle plage de i de longueur r dans le 
developpement de x une suite d’entiers consecutifs (m + 1. . . m + r) telle que 
d,,,+*(x) = l l l = dm+r+,(x) = i, d,,,,, # i et d,,,+r+2 f i. 
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D&nom&ration de la Proposition 5. R$ = ln(]l; +a[), done il suffit de prouver que 
pour A > 1 donn6 B l’avance, on peut trouver un systeme v&ifiant (Q) et d’entropie 
topologique In A. On peut de plus se ramener au cas 1 c A < 2. En effet, le “full-shift” 
sur n (n 3 2) lettres qui v&ifie (Q) a pour entropie topologique In n, et sachant que 
le produit de deux systGmes vCrifiant (Q) vCrifie (Q) et a pour entropie topologique 
la somme des deux entropies [Sj, on a done un syst&me v&ifiant (Q) d’entropie 
topologique In nl, 1 <A < 2, n A > 2, done on atteint ainsi tous les rkels strictement 
positifs. 
Supposons done 1 C A C 2, fixons k E N* tel que l/A ’ < (A - 1)2, et posons x = 
l-I/A-l/hk+‘(A-1); alors on a O<x<l et de plus, comme O<A-l<l, 
0 <x < l/A. D’apres le lemme, on peut poser x = Ena0 &(x)/An avec d,,(x) E (0, 1). 
Puisque OCX < l/A, on a d*(x) = 0 et d,(x) = 0, d’oii x =Cnal d,,+,(x)/A”+‘. 
Posons E = {n 3 11 c&+~(x) = 1); x # 0 done E # 0. On a 
x=!- 1 /A - l/A k+‘(A - 1) = c l/An+‘. 
nsE 
Le A -developpement de x peut 8tre ultimement periodique (c’est&dire, pQriodique 
5 partir dun certain rang) ou non. 
Gas 1: le A-dCveloppement de x n’est pas ultimement p6riodique. Soit 
k’= inf{m 2 kldm+l(x) = l}, soit k,-, la plus grande longueur des plages de 0 
dans le A-d&veloppement de x entre 0 et k’. On va alors dCfinir B partir de E un 
ensemble F ( CN - E) de man&e suivante: on considere les tin+,(x) pour n > k’. 
On ne veut pas de plages de 0 de longueur > k,, done soit une plage de 0 de 
longueur r, puisque le A-d&veloppement de x est quelconque 31, E N, n, > k’, tel 
que d(nl+l ,..., n,+r+2)=(1,0 ,..., 0,l). 
- Si r~ kO, la plage ne contribue pas B F. 
- Si r>k,, alors 3q,,~N, l+n,+q,,ko<nl+r+l~l+n,+(q,,+l)k,,. 
Alors n,+k,,..., n, + qn, k. vont appartenir 5 F, si bien que 
F=g(n,+k,,..., n,+q,,k,,pourles n,>k”jd(n,+i,...,n,+r+2) 
= (1, 0, . . . , 0,l) et r> ko} 
(F peut Ztre vide si aucune plage de 0 n’est de longueur strictement plus grande 
quc ko). 
On construit le code prefixe 
X={cl Q”C pour n>k+l et nEF; a”b pour nal et neFuE}. 
Soit L le langage associe B ce code prefixe, L = F(X*). Montrons que L verifie la 
proprif% (+): 
3t~NVtltl~ L(S)3(u, w)~A**avec luwl<t tels que UUWEX”. 
Soit 24 EL(S). 
- Si u se termina par b ou c, pcsons w = 1. 
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- Si u se termine par ba” ou caa, Q! > 0, posons 
( 
a ‘+lVac si a!<k+l, 
w= c si arak+l et w!F, 
6 siarak+l eta,EF. 
- Y u commence par a”b, Q! > 0, on a deux possibilids: (1) si Q! E F u E, posons 
cr=l; (2) si aeFuE, 
3(&n&N* d(n,+l,..., a+1 ,..., n*+l,n*+2)=(1,0 ,..., 0,l): 
(a) ou bien n2 - n, s k. et on pose v = a “2-a+1, 
(b) ou bien n2- n, > k,, dont deux cas se dhoulent: (bl) ou 
3sE{O...q”* -1) l+nl+s~~l+ar~l+n,+(s+l)ko; 
posons v = a”l+(s+l)ko-a, (b2) ou nl+1+q”,k,,~a+1~n2+1; posons v=a”zwa+‘. 
- Si u commence par a”c, Q! > 0, ou bien cu s k et posons v = a k+l-a, ou bien Q! > k 
et posons 
1 si a! ti F, 
V = 
a si a! E F. 
- Si u commence par 6, posons v = a’, 03 r = inf E. 
- Si u commence par c, posons v = 1. 
Done ivwl s sup( k’, r) +sup( k’, k,), d’oti, en prenant t = sup( k’, r) +sup( k’, k,), L 
virifie la propri& (*). 
Gas 2: le A-dheloppement de x est ultimement phiodique: 
x = 1 d,,,(x)/A”+*+ C c d .+,-,&)/A “+I 
l==“SN rao N+rq+l~“sN+(r+l)q 
{d d d 23**-, N+l:, N+2:,-•*, d N+q+l) E it ljN+‘- 
On prend pour k. la plus grande longueur des plages de 0 dans le A-dheloppement 
de x entre 0 et N + q + 1. On se ram&e au premier cas avec F = 8 (toutes les 
plages de 0 sont de longueur G ko). Done L vhifie (*) et S v6rifie (Q), d’aprh la 
Proposition 2. 
11 reste 5 calculer l’entropie topologique de ce syst&me. IX n A”( = I ou 2, 
done IX n A”1 est borne, done px = 1, et comme X est infini, px* <px (d’aprh 
la Proposition 3), d’o6 h,,(S) = -In px* et l/px* est l’unique solution de 
Cwex (l/p)l"l = 1, soit 
c (llPYX = l/P + c (l/P)“+‘+ c (l/P)“+* 
XEX nak+l,nKF nal,nEFvE 
= l/p+ c wP)“+l+ c wP)“+l 
nz=k+l,nlEF npl,nEF 
+ c (l/P)“+’ 
nal,nEE 
= l/p+ c wp)“+’ f c (l/P)“+’ 
nak+l nEE 
= l/p i- l/pk+‘(p - 1) + c (l/p)“+‘6 
nczE 
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Done l/px* est l’unique solution de 
l/p + l/pk+‘(p - 1) + c (l/p)“” = 1, 
neE 
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